UNE NOTE SUR LES
GROUPOIDES

DAMIEN LEJAY

QU’EST-CE QU'UN GROUPOIDE ?

La notion de groupoide fut décrite pour la premiere fois par Hein-
rich Brandt dans [Bra27]. Commengons tout de suite a donner une
définition concise.

@ DirinitioN.— Un groupoide e§t une catégorie ou toute fleche pos-
sede un inverse.

Soit G un groupoide. Nous allons chercher a présenter la définition
des groupoides sous une forme plus explicite, simpliciale. Pour cela
notons G, son ensemble d’objets et G; son ensemble de fleches. A toute
fleche f € Gy, nous noterons s(f) son domaine, c’e$t a dire son objet
de départ; s : G; — Gy et la fontion source. De la méme maniere,
nous noterons b : §; — Gy la fontion but qui a toute fleche associe
son codomaine. Enfin i : Gy — G; associe a tout objet x € G la fleche
identité Id, € G;.

Nous obtenons donc le diagramme suivant :

b

1 «<i— Gy
N
Ces trois fonltions vérifient certaines propriétés; nous avons tout
d’abord les identités simpliciales :

— boi= Id90 ;

— soi=1Idg,.
Puis 'axiome de composition : pour tout couple (f, g) € G1 avec s(g) =
b(f), il existe une nouvelle fleche notée go f avec s(go f) = s(f) et

b(go f) = b(g)-
RemarQuUE.— Nous obtenons ainsi une « multiplication » partiellement
définie, plus précisément une fonction m : §; xg G; — G; ou §; xg, Gy
est le produit fibré
91 Xg, 9 — G
L
S
g, —2— 9

C’e$t ce qui explique le choix du terme groupoide.

Note écrite a l'occasion d’un groupe de travail sur les champs, organisé fin 2015
par MarHiEU ANEL a Paris 7.



L'axiome d’associativité : pour tout triplet de fleches composables (f, g, h) €
51 %g, 91 %, 91/

m(f,m(g,h)) = m(m(f,g),h)

L'axiome d’identité : pour toute fleche f € Gy,

m(f,(iob)(f)) = fetm((ios)(f),f)=f

Enfin, I'axiome d’inversion : pour toute fléche f € E,, il existe f~! € E;
tel que s(f~1) = b(f) et b(f~!) = s(f) et qui de plus satisfait les
équations

m(f™, f) = (ios)(f)etm(f,f™) = (iob)(f).

DES EXEMPLES

— Soit E un ensemble, on peut alors définir un groupoide j(E)

grace au diagramme
b

—
E+i—E
S
avec b = i = s = Idg. La composition e§t donnée par m :
(x,x) > x qui correspond a la composée de Id, avec elle-méme.
Ainsi tout ensemble peut étre vu comme un groupoide.

— Soit G un groupe, on peut alors définir un groupoide j'(G) grace
au diagramme

l@

G

|

ou s et b sont des fonétions constantes et ou i : * — G pointe
vers I'identité du groupe G. Enfin la composition e$t donnée par
la multiplication du groupe m : G x G — G. Ainsi tout groupe
peut étre vu comme un groupoide.

— Soit G un groupe, agissant (a gauche) sur un ensemble E. On
peut alors définir G x E le groupoide d’aétion de G sur E par le

diagramme
b

GXE<i—E
s
Ici b(g,e) =
je&tion et i(x
G.
Si (g,x) et (h,v) sont des éléments de G x E avec y = g.x, alors
la composition e§t donnée par (h,y) o (g, x) = (hg, x).

g.e tandis que s : Gx E — E eét la seconde pro-
) = (e, x) pour tout x € E avec e € G le neutre de

Remarque.— On pense, par exemple, au cas ou E est un espace de
configurations possédant G pour groupe de symétrie.

Remarque.— Cette construction de groupoides englobe les précé-
dentes : nous avons j(E) =+ x Eet j/(G) = G X *.

— Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence j : R <
E x E. On peut alors con$truire un groupoide :

b
—
R<+<i— E
—_—

S



ou i provient de 'application diagonale A: E — Ex E, c’e§t a
dire A(x) = (x, x) pour tout x € E. Par définition d’une relation
d’équivalence, A se factorise par l'inclusion j : R < E x E. Les
fon&tions source et but sont données par composition des deux
projections pry, pr, : Ex E — E avec j.

La composition e§t donnée par la transitivité de la relation
d’équivalence : sil'on a xRy et yRz alors on a xRz.

Remarque.— Un groupoide § e$t de ce type si et seulement si j : §; —
Go x Gg donnée par les fonctions source et but, est injective.

— Soit T = (E, T) un espace topologique. Nous allons lui associer
son groupoide des chemins. Notons Chm(T) I’ensemble des che-
mins dans T, c’est a dire ’ensemble des fonctions continues de
I'intervalle [0, 1] dans T, a reparamétrisation prés. Le groupoide
fondamental e§t défini par le diagramme suivant :

i@

—E

T

Chm(T)

!

ou pour un chemin y: [0,1] = T, s(y) = y(0) et b(y) = y(1).
Pour tout élément x € E, i(x) e§t le chemin constant de T en x.
Enfin, la composition de deux chemins composables y; o y, et
donnée par concaténation y,.y; : [0,2] — T puis par reparamé-
trisation.
Remarque.— Si la topologie de T et discrete, alors tous les chemins
de T sont con$tants. On retombe alors sur le tout premier exemple !
— Reprenons 'exemple ci-dessus. Deux chemins v,y : [0,1] —
T sont dits homotopes si il existe une fonction continue h :
[0,1] x [0,1] — T tel que h(0,-) = y; et h(1,-) = y,. L'ho-
motopie entre chemins ayant mémes extrémités e§t une relation
d’équivalence que nous noterons ~. A un espace topologique T,
on associe Iy (T) son groupoide fondamental [Bro67] défini par

b
Chm(T)/~ «i— E
—

S

ENCORE DES EXEMPLES !

Pour trouver plein d’exemples, on peut regarder dans [RRo1].

— Soit V = (E, T, A, ¢) une variété Riemannienne, notons Géo(V)
I’ensemble des fon&tions continues de [0, 1] dans V qui sont des
géodésiques par morceaux. Alors

i@

Géo(V)

|
o

est un groupoide, c’est méme un sous-groupoide du groupoide
des chemins. Plus généralement, on peut construire tout un tas
de sous-groupoides du groupoide des chemins en imposant des
conditions par morceaux.



— Soit V = (E,J,A,V) une variété munie d’'une connexion et
notons Isom" (V) I'ensemble des isomorphismes « : T,V — T,V
provenant d’un transport paralléle sur V entre les points x et y.
Le diagramme

i@

Isom" (V) —E

u,lT

ous(a) = xet b(a) = y pour a : T,V — T,Veti(x) =Idqy
pour x un point de V, e§t un groupoide [Atho6].

Remarque.— Notons que ce groupoide n’est pas un sous-groupoide
du groupoide des chemins car deux chemins peuvent donner lieu
au méme isomorphisme entre espaces tangents. Il peut étre obtenu

comme quotient du groupoide des chemins lisses par morceaux dans
V.

— Le groupoide de Hefliger e$t le groupoide I'” tel que I}' = R" et
I}" est I'ensemble des germes ¢, de difféomorphismes ¢ : R" —
R", pour x € R". L'application but e§t donnée par b(¢@,) =y =
@x(x). Si @y et by(x) sont deux germes de difféomorphismes, la
composée des deux et le germe (P o @), [MMo3].

— Le groupoide G des projelteurs orthogonaux d’un espace de
Hilbert H e$t défini par : G est I'ensemble des projeteurs
orthogonaux de l'espace H tandis que G; est ’ensemble des
isométries partielles, c’est a dire que

G ={we L(H)|ww'w = w}

Les applications source et but sont données par s(w) = w*w et
b(w) = ww*. La composition e$t la composition classique des
opérateurs [CCGF " gg].

Remarque.— Pour une isométrie partielle w, s(w) et le projeCteur
orthogonal sur I'image de w* et b(w) correspond au projeteur ortho-
gonal sur I'image de w.

— Le groupoide tangent a une variété, défini par Connes pour les
théorémes d’indice [CCGF " gg]. On peut ajouter ses variations
comme le groupoide adiabatique [DS14].

— On trouve aussi des groupoides dans les C*-algebres et les théo-
ries de quantification [Boso7]. Il y en a aussi en géométrie sym-
plectique [Weig1].

Bref, il y a des groupoides partout. Certains avec des Structures
supplémentaires, comme les groupoides lisses. Cependant, comme
l'objectif ici est de préparer la définition de champ, nous allons nous
concentrer sur des groupoides ensemblistes, sans §tructures supplé-
mentaires.

GROUPOIDES (¢l. ENSEMBLES, CATEGORIES ET GROUPES

On a vu dans les exemples qu’il était toujours possible de construire
un groupoide a partir de n'importe quel groupe, mais aussi de n’im-
porte quel ensemble. Qui plus es§t, un groupoide est en particulier une
catégorie... Mais alors, un groupoide en général, cela ressemble-t-il
plus a un groupe, a un ensemble ou bien a une catégorie ?



Pour répondre a cette question, nous allons regarder la catégorie
des groupoides. Plus précisément, il nous faut définir ce qu’est un mor-
phisme de groupoides. On pourra ensuite comparer la catégorie des
groupoides a celle des groupes et des ensembles. On s’intéressera aussi
surtout aux équivalences entre groupoides.

ReEMARQUE.— Soit (G, m) un groupe. La multiplication m : Gx G —» G
est une $§tructure sur 'ensemble G; c’e$t a dire que si I'on oublie m, on
ne peut pas la retrouver a partir de 'ensemble G. A contrario, le fait que
le monoide (G, m) soit un groupe e§t une propriété; c’est a dire qu'’il est
possible de déterminer uniquement a partir du monoide sous-jacent,
qui e$t un groupe et qui ne l’e$t pas.

Il en e§t de méme pour les groupoides. Les fonctions source et
but forment une structure, I'exiStence de la fonétion identité e§t une
propriété. De ce fait, nous oublierons souvent d’écrire i dans les dia-
grammes. Ainsi un groupoide quelconque § sera représenté par un
diagramme du type

91::);90

Ce faisant, on oublie de préciser quelle e$t la multiplication

@ DiriniTioNn.— Soit § et H deux groupoides. Un morphisme de
groupoides F : § — JH e$t un foncteur entre les deux catégories sous-
jacentes.

Un morphisme de groupoides est donc la donnée d’une paire de
fonétions fy : Gg — Hp et f1 : §; — H; tel que le diagramme suivant
commute,

91L>%1

u o

_> :HO
c’est a dire que fys = sf; et fob = bf;.

On demande de plus, la commutation de f; avec la composition

91 XSO 91 M) fH:l Xg{o g‘fl

b
5 ———— H,;

@ DiriniTion.— La catégorie des groupoides e$t notée Gpd. Ses objets
sont les groupoides et ses fleches les morphismes entre groupoides.

Comparons maintenant la catégorie Gpd des groupoides a Ens la
catégorie des ensemble, a Cat la catégorie des catégories et a Grp la
catégorie des groupes.

ProrositioN.— Le fonéteur j : Ens — Gpd qui a tout ensemble E associe

le groupoide
E—=<E

défini dans les exemples, est pleinement fidele



Démonstration.— Soit E un ensemble. Comme les applications source
et but de j(E) sont égales a I'identité de E, pour tout autre ensemble
X, un morphisme de groupoides F : j(E) — j(X) e$t entiérement
déterminé par f; : E — X. En effet, nécessairement f; = f;.
Inversement, toute fonction f : E — X engendre un morphisme

F:j(B) = j(X)

en posant f; = f.
Ainsi le fonlteur j est bien pleinement fidéle. O

TutorEME.— Le fonéteur j : Ens — Gpd posséde un adjoint a gauche.

Démonstration.— Soit § un groupoide. Notons 1, (9) le coégalisateur

Sy ? Sp — 10(9)

Nous prétendons que 1y : §pd — Ens et un fonéteur. Pour le voir,
commencons par un petit rappel : soit C une catégorie, on note Diag(C)
la catégorie des diagrammes dans € dont les objets sont les fonlteurs
fi : I — C depuis une catégorie I et dont les fleches sont les fonéteurs
¢@: I —Jtel que fj o @ = f1. Si € possede toutes les colimites, alors «
prendre la colimite d’un diagramme dans € » e$t fonctorielle, c’est a
dire qu’il existe un « foncteur colim » :

lim : Diag(C) — C.

Or, on remarque que tout morphisme de groupoide § — H induit un
morphisme entre les diagrammes utilisés afin de calculer le 1. Ainsi
1o e$t bien un foncteur.

Montrons que c’est I'adjoint a gauche que nous cherchions. Soit
G un groupoide et E un ensemble. La donnée d’un morphisme de
groupoides F : § — j(E) et équivalente a la donnée de deux fon&tions
fo:90 — Eet fi : §; — E tel que le diagramme suivant commute

91L)E

Il oo

Sy fo E
cela signifie donc que fyos = fo o b = f;. Ceci équivaut au fait que
fo : Go — E se fatorise par le coégalisateur f; : 19(G) — E. On a ainsi
I'injetion

Homgpd(gl ](E)) — Homgns(no(g)’ E)'

Maintenant étant donnée f; : 719(§) — E, on en déduit par composition
fo: G99 — Eet fi = fy os = fyobtel que le carré habituel commute. Il
reSte a prouver que f; préserve la composition. Or, tous les morphismes
de j(E) sont des identités. Ainsi si a et b sont deux éléments de G tel
que s(b) = b(a), alors nécessairement fi(a) = f1(b) = Idy, (51))- Et
donc fi(boa) =1Idg sp)) = f1(b) o fi(a).

On a donc démontré I'adjonétion

T j



Remarque.— Soit T un espace topologique localement connexe par arcs.
Considérons I1;(T) son groupoide fondamental. Alors 1y(IT;(T)) =
1 (T), d’ou la notation.

ProposiTiION.— Le fonéteur j : Ens — SGpd admet aussi un adjoint a
droite.

Démonstration.— Soit G un groupoide. Notons t(G) = G la 0-troncation
du groupoide §. Alors la constrution § — 1y(§) induit un fonéteur
To : §pd — Ens. En effet, tout morphisme de groupoides § — I inclus
en particulier une fonction Gy — H,.

Montrons que T, est I'adjoint a droite recherché. Soit E un ensemble,
G un groupoide et fy : E — Gy une fontion. On définit f; : E —» G;
par fi(x) = Idy, (). Et puisque dans j(E) les seules compositions sont
celles des identités, on obtient bien un morphisme de groupoides.

Inversement, si F : j(E) — § e§t un morphisme de groupoide, alors
F e§t entiérement déterminé par Fy : E — G et F; envoie chaque x sur
IdFo(x)'

On a donc montré I'adjonction

j4 T
O

CorOLAIRE.— La catégorie des ensembles est a la fois une sous-catégorie
réflexive et coréflexive de la catégorie des groupoides.

Passons a la comparaison avec la catégorie Cat des catégories.

TutorEME.— Le foncteur oubli Oub : Gpd — Cat est pleinement fidéle et
posséde a la fois un adjoint d droite et un adjoint a gauche.

Démonstration.— La pleine fidélité est évidente puisque nous avons
défini la catégorie des groupoides comme une sous-catégorie pleine de
la catégorie des catégories. Construisons les deux adjoints.

Tout d’abord l’adjoint a droite se con$truit de la manieére suivante :
soit C une catégorie, si l'on supprime toutes les fleches de € qui ne sont
pas inversibles, on obtient le groupoide interne de €, noté Int(C). C’est
la plus grosse sous-catégorie de C qui soit un groupoide, ce qui nous
donne tout de suite I’adjontion

Oub 4 Int.

A l'inverse, si I'on veut con$truire 1’adjoint a gauche, il faut trouver
le plus petit groupoide §(€) contenant €. Pour cela, pour toute fléche
f :a — b qui ne possede pas d’inverse, on ajoute une nouvelle fleche
f~' : b — a. Puis on ajoute formellement toutes les compositions
possibles. Ainsi les objets de §(C) sont ceux de C et les fleches de §(C)
sont les mots finis de la forme f, £, ' f3f; L. f, !} f ot les f[l sont les
inverses formels des f;. Cela donne l’adjonction

G4 Oub



CoroLAIRE.— Le foncteur oubli Oub : Gpd — Cat fait de la catégorie des
groupoides d la fois une sous-catégorie réflexive et coréflexive de la catégorie
des catégories.

Enfin, comparons Gpd et Grp.

TuEOREME.— La construction donnée en exemple, qui a tout groupe G
associe le groupoide

j'(G) = (6 == )

induit un fonéteur pleinement fidele j’ : Grp — Gpd. Ce foncteur posséde
un adjoint a gauche mais n'a pas d’adjoint a droite.

Démonstration.— Puisque tout morphisme de groupes ¢ : G - H
préserve la multiplication et que G x, G = G x G, le morphisme de
groupes @ engendre un fonéteur F : j'(G) — j'(H) ou F, et condtant
et F; est donné par @. La construction j’ e§t donc bien fontorielle.

Inversement, tout fonteur F : j(G) — j'(H) e§t entiérement dé-
terminé par F; : G — H et 'axiome de composition implique que F;
est un morphisme de groupes. Ainsi j’ est pleinement fidéle.

Supposons que nous voulions con$truire un adjoint a droite a j’.
Soit G un groupe, § un groupoide et F : j/(G) — § un morphisme.
Un tel morphisme e$t équivalent a la donnée d’un point x € G et
d’un morphisme de groupes G — Hol,(5G) ou Hol,(5) e$t le groupe
d’holonomie de G au point x, c’est I'ensemble des fleches de § qui ont
source et but égaux a x. Malheureusement le candidat 1 g, Hol,(9)
n’e$t pas un groupe, il lui manque un élément neutre !

Construisons I’adjoint a gauche. Soit § un groupoide et G un groupe.
On se rend compte que tout morphisme de groupoide § — j'(G) se
résume a la donnée d’une fon&tion f; : §; — G compatible avec la
composition. Un tel morphisme est équivalent a un morphisme de
groupes f; : U(G) — G ot U(G) est le groupe universel du groupoide G.
Il e§t con$truit de la maniere suivante : U(S) e§t un quotient du groupe
libre sur I'ensemble G; par les relations g fh™' = 1 dés que m(g, f) = h
dans G;.

Inversement, tout morphisme de groupe E : U(S) — Ginduit un
morphisme f; : §; — G compatible avec la composition et donc un
morphisme de groupoides § — j'(G).

On a donc 'adjonction

U4 j’

@ Risumt.—

us g
j—> 9pd —Oub— Cat

Ty Int

uj (j’

Srp



EQUIVALENCES DE GROUPOIDES

Tout comme les catégories, il exi$te plusieurs notions pertinentes
pour permettre d’identifier deux groupoides, tout dépend de ce que
l'on cherche a faire et donc du cadre dans lequel on travaille. La notion
élémentaire et celle d’isomorphie. Mais on peut reldcher cette notion
en celle d’équivalence entre groupoides.

Une analogie couramment utilisée e$t celle des espaces topolo-
giques. On peut soit travailler avec les espaces topologique a homéo-
morphisme prés ou a homotopie pres.

@ Dirinitions.— On dit qu’un morphisme de groupoides F: § — K
est un isomorphisme si c’est un isomorphisme de catégories. C’est a dire
si Fy: 9 — Hp et F : §; — H; sont des bijetions.

On dit que F : § — J{ e$t une équivalence de groupoides si il est
pleinement fidéele et si 7y(F) : 7p(G) — o (H) est une bijeétion. On
utilisera la notation § =~ J pour désigner deux groupoides équivalents.

La maniére dont on identifie deux groupoides change fondamenta-
lement la maniére de faire des opérations dans la catégorie des grou-
poides. En effet, ce n’est pas la méme chose de chercher objet satisfai-
sant une propriété universelle a isomorphisme pres ou a équivalence
pres.

Dans le premier cas, on parlera de la catégorie des groupoides et les
notions de limites et de colimites sont les mémes que d’habitude. Dans
le second cas, la Structure de la catégorie des groupoides e$t modifiée
et on parlera de la 2-catégorie des groupoides. Cela va nous permettre
d’obtenir de nouvelles constructions : les 2-limites et les 2-colimites.
Nous aurons besoin de ces nouvelles notions afin définir ce qu’est un
champ.

In fine ce que 'on souhaite, c’e$t pouvoir construire des opérations
de limites et colimites qui ne dépende que des objets a équivalence preés.

LA 2-CATEGORIE DES GROUPOIDES

Etant donné deux groupoides G et H, nous pouvons considérer la
catégorie des fonéteurs entre G et 3, notée [G, H]. Comme toutes les
fleches sont inversibles dans un groupoide, on remarque que toute
transformation naturelle « : F — F’ entre deux fon&eurs F,F' : § —
JH posséde un inverse. Ainsi [G, H] e§t un groupoide et la catégorie
des groupoides e$t enrichie sur elle-méme. C’e$t a dire qu’entre deux
groupoides, il y a un groupoide de morphismes !

@ DeriniTioN.— La 2-catégorie des groupoides e$t définie par :
— Ses objets, les groupoides;;
— Ses 1-morphismes, les fonteurs entre groupoides;
— Ses 2-morphismes, les transformations naturelles inversibles.

Etant donné un diagramme p : I — C a valeurs dans une 2-catégorie
C, on peut définir sa 2-limite comme un 2-cone (faible) de base p,
terminal dans la 2-catégorie des 2-cones de base p. La définition étant
longue a écrire — il y a de nombreuses conditions de cohérences pour
les 2-fleches utilisées pour conStruire les 2-cones — et les 2-cOnes sont
difficiles a dessiner, on se réferera a [Toéos] pour les détails.



Un exemple de 2-cone (faible) de base f : § — JH:

g
V
—
N

H

S f

Le fait que le 2-cOne soit faible signifie qu’il exi$te une transforma-
tion naturelle inversible f o g & Ty.

DES CALCULS DE 2-LIMITES

On pourra se référer a [Holo8] et [Toéos].

Produits

Soit G et H deux groupoides. Le produit § x H et donné par
SgXs
91 X :}Cl ﬁ 90 X CH:O
bg Xb:}(

Le 2-produit entre G et HH, aussi appelé produit homotopique et noté
G xj, H e$t ici équivalent au produit classique

Gx, H~=GxH.

Produits fibrés

On se donne le diagramme suivant

S
Ir
T
H—S
et on en cherche la limite.
La limite classique notée G xg H e§t donné par

G1 xs, Hy —= S xs, Ho

Le calcul de la 2-limite § xg H n’est cette fois-ci pas équivalent! Les
objets de G x 3 sont les triplets (I, g, @) o h € Hy, g € Gp et pest un
isomorphisme entre T(h) et F(g) dans 8.

Passons au calcul des fleches de G xg’ J. Ce sont les quadruplets
formés de deux fleches G: ¢ — ¢’ et H: h — h’ dans G et 3y, ainsi
que deux fleches de 8, ¢ : F(g) — T(h) et Y : F(g’) — T(K’), tel que le
carré suivant commute

10



Ces informations supplémentaires permettent de con$truire le 2-
cone faible

Ixg H
RemarqQue.— Si le groupoide § et équivalent au groupoide pontuel

j(*), alors G xg H est équivalent a § x H. On retrouve donc les calculs
précédents.

Prenons un exemple pour tout de suite voir pourquoi les deux
produits fibrés de sont pas équivalents. Soit T un espace topologique
et considérons un point x de T et calculons la limite du diagramme
+ — I1;(T) « = ou les deux fléches partant du groupoide ponétuel sont
données par x. On trouve

*xr1,(1) * = j({x}) et = X}ﬁl(T)* = j(mq (T, x))

Egalisateurs

On se donne le diagramme de groupoides
9 :Z; H

Le groupoide égalisateur Eg(r, t) est calculé étage par étage de la
méme maniere que pour le produit fibré classique. Intéressons-nous
au 2-égalisateur de r et t. Les objets du groupoide 2-Eg(r, t) sont les
paires (g, @) avec g € Gpet @ : r(g) =~ t(g) et une fleche de K.

Les fleches de 2-Eg(r, t) sont les triplets (f, @, b) ou f : g — g’ et
une flechede G, @ : r(g) — t(g) et Y : r(g’) — t(g’) des fleches de K,
tel que le carré suivant commute

Il y a une projection évidente 7 : 2-Eg(r,t) — G et on remarque
que la donnée des fleches ¢ et exactement équivalente a la donnée
d’une 2-fleche inversible

TomMm&E=toT

qui permet de construire le 2-cone faible limite.

2-Eg(r,t)

9y=xg)9
: ;
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Mais nous n’en avons pas terminé avec les égalisateurs. Classique-
ment la limite d’un diagramme cosimplicial de taille quelconque

e —
X—=yS—Sz—.
—> %

se calcule en commengant par tronquer le diagramme et en ne prenant
que les deux derniers termes (et en oubliant la codégénérescence res-
tante). Dans le cas des 2-limites, un phénomene similaire survient : il
suffit de tronquer les trois premiers termes, oublier des codégénéres-
cences et de calculer.

Nous allons donc calculer la 2-limite du diagramme

d° 0
LN d

Geo= HZa38
dl dz

soumis aux relations cosimpliciales :

dZdl — dldl
dld® = d%°
d?d® = 4%! (1)
s94° = 1dy
s%d! = 1dy

Dans ce cas, les objets de la 2-limite sont les paires (g, @) tel que
g€ Gpet@:d(g) — d°g) une fleche de K telle que s°(¢p) = Id,,
avec la condition de cocycle

dlo=d"¢od?q.

Les fleches de cette 2-limite sont les mémes que celles du 2-égalisateur
précédent.

Dans la con$truction que nous venons de donner, les morphismes ¢
permettent de construire toutes les 2-fleches nécessaires a la con$truc-
tion du 2-cone faible limite. La condition avec s’ et la condition de
cocycle permettent a toutes ces 2-fleches d’étre cohérentes entre elles,
ce qui e$t une condition nécessaire afin que toutes ces fleches et ces
2-fleches forment un 2-cone.

Formule générale d’une 2-limite
On commence par un rappel sur le calcul général de la limite d’'un

diagramme d’ensembles. Prenons F : I — Ens un fonéteur. La limite
de ce diagramme est alors donnée par I’égalisateur

lim E; — ]—[Ei %; I_[E]-
i€l

iel ioj

ou ¢ e§t définie par réindexation et répétition, c’est a dire @((x;)ier) =
(xj)i—j et P est défini a I'aide de F par P((x;)ier) = (F(f) (X)) fiims-

12



La formule permettant de calculer la 2-limite d’un diagramme de
groupoides est tout a fait similaire. Soit § : I — Gpd un fonteur. Sa
2-limite est donnée par le 2-égalisateur

v,
—1112191 — ]_[91 03 WE I)? [T s

iel i—j i—>j—ok

ou P et @ sont définis comme précédemment. Le morphisme s° est
définit par s°((g;_;)) = (g4,)- Nous devons aussi définir le triplet
(d° d',d?). A la maniére de ¢, les morphismes d° et d! sont obtenus
par réindexation et répétition. L'idée est la suivante : étant donné un
triangle i — j — k, d° oublie le sommet 0 du triangle, on obtient
j — k et on vient chercher le facteur G; correspondant dans le produit
]_[1_)] §j. De la méme maniere d! va oublier le sommet 1 du triangle
i — j — k et donc ne retenir plus que i — k.

L’application d? oublie de dernier sommet du triangle (on a donc
plus que i — j et on utilise F(j — k) ensuite (tout le monde doit
terminer dans Gy ), comme pour construire ¢.

@ EN PRATIQUE.— Si on se donne un diagramme de groupoides G :
I — Gpd alors les objets de la 2-limite sont les uplets (g;, ¢;_,;) avec
gi € Giet @ : F_(g) — g une fleche de G;. Le tout soumis aux
conditions de cohérence

Pourtouti — j —k, @j_k o Fi_i(9is;) = @ik

Les morphismes f : (g;, 9;i—;) — (&, (p;_ﬂ.) sont les uplets

/
(fir Pisjo (Pi_>]‘)
ou f; : g — g/ est une fleche dans §; et tel que le carré suivant commute

Pisj
Fi; (8i) — 8j

00|

i—>j(gi> h) g],
RemarQue.— Si l'on applique cette recette aux exemples que nous
avons donnés précédemment, on ne retrouve pas les mémes groupoides.
Ceux-ci sont seulement équivalents.

Un manieére plus maligne de calculer une limite homotopique e$t
de passer par « I’ensemble simplicial total ». C’e§t comme cela que nous
avons obtenu les groupoides limites des exemples. Voir [Holo8].

La condition de cocycle

Nous allons appliquer ici la méthode de calcul générale d’une 2-
limite au cas d’un diagramme cosimplicial sans codégénéresences. Le
but sera uniquement de mettre a jour la provenance de la condition de
cocycle. On se donne le diagramme de groupoides

9:;9{—d1

dZ
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avec les relations cosimpliciales habituelles.

La méthode de calcul générale nous dit que les éléments d’un grou-
poide représentant la 2-limite sont donnés par les triplets (g, h,s) €
Go x Hy x 8, ainsi que des fleches
n:d’¢ —h
0:dlg—>h
1:d%% — s
cd'h—> s
cd’h > s
:d%d% — s
:d%lg — s
cdldlg — s

mo s > R

On posera aussi @ = 1! o 0 afin de faire ressortir la condition de
cocycle.

Les conditions de compatibilités sont réunies dans le triangle sui-
vant

d%d'g
d*n d%n
v
d*¢ ¢
d2h \ P A%

dld'g dle > dlh 4 din d%d%¢

Les conditions de compatibilité indiquent que tous les triangles
internes commutent. Cela a pour conséquence de faire commuter le
grand triangle externe. Nous obtenons alors

dlo=d’pod?
DES CALCULS DE 2-COLIMITES

Comme a la section précédente, on peut se référer a [Holo8]. On
peut aussi regarder du coté de [Dugo8].
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Coproduits

Tout comme pour le produit de deux groupoides, le 2-coproduit est
équivalent au coproduit. Voici comment le calculer. Soit § et H deux
groupoides, leur coproduit G L1 se calcule simplement comme

SSUS}C

91LIfH1 j 90]_[%0

b9 L[Sg{

Somme amalgamée
On se donne un diagramme de groupoides

s Iy g

f

Un représentant de la somme amalgamée homotopique est donné
par le groupoide

sgLlsgogLlsqc
G L8, LIH,; < igllise — Gy LI H,
qu[b}Cthlb;(

Diagrammes simpliciaux

De méme que pour les limites de diagrammes cosimpliciaux, cal-
culer les 2-colimites de diagrammes simpliciaux de groupoides ne
nécessite que les trois premiers étages. On se place donc diretement
dans ce cas. Soit

§G—9,>H ¢00— 8
— T —
soumis aux relations simpliciales :

8081 = 9080
8082 = 8190
d10, = 910, (3)
80(50 == Ids
81 0g = ldg

Pour le calcul des 2-colimites nous allons utiliser un théoreme de
Thomason [Tho79] : la colimite homotopique d’un ensemble simplicial
d’ensemble simpliciaux e§t donnée par la diagonale de cet objet.

Ainsi, les objets de la 2-colimite sont les objets de 8. Les fleches sont
obtenues en quotientant H; par la relation d’équivalence dy¢ o dr | ~
d1 0 pour tout triplet (¢, P, 0) dans §; avec 0 = @ o . Il s’agit donc du
groupoide

bgod,
Hy/~ = opois — §
—_—

55091
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Un exemple typique : soit E un ensemble et G un groupe agissant
sur E. On note alors [E/G] la 2-colimite du diagramme

do do
(G % (G) % j(B) =3 (G) xj(F) €00~ j(B) —> [B/G]
2 0;

ou dy e§t l'altion (g, h, x) — (g, h.x), dy et la multiplication (g, h, x) +—
(gh, x) et d, e$t la projeftion (g, h, x) — (h, x). Pour le couple (dy, d1),
dy est 'altion et dp et la projection sur E. Enfin oq(x) = (e, x) ou e et
le neutre du groupe G.

@ DiriNiTION.— Le quotient [+/G] e§t appelé BG, c’eét le groupoide
classifiant du groupe G.

Formule générale d’une 2-colimite

A la maniére du calcul des limites homotopiques, étant donné un
diagramme de groupoides G : I — Gpd, sa colimite homotopique peut
étre calculée comme la colimite du diagramme simplicial

]_[ S; 3]_[91' SU& — 2—ﬁ_r>n9i

i—j—k i—j i€l

@ En PRATIQUE.— Une maniére naive de calculer la colimite homoto-
pique d’un diagramme G : I — Gpd e$t de prendre pour ensemble d’ob-
jets la somme L1;c1(G;)o et de prendre pour les fleches ’ensemble en-
gendré par les (§;); et en ajoutant une nouvelle fleche f . : g — g;
pour toute fleche @;_,; : (i — j)(gi) — g;- On termine en quotientant
par les relations fo o = fg,-—>gk o fg,-—>gj pour tout trianglei — j — k
avec @jx 0 §(j = k)(9inj) = (i = k) (@ik)-

RemarQue.— Une maniéere plus maligne de faire le calcul e$t d’utiliser

la diagonale du diagramme simplicial que nous avons décrit juste avant.
Voir [Holo8].

LA DEFINITION D'UN CHAMP

La référence pour cette partie e§t [Toéos].

DeriNttioN.— Soit (C, T) un site. Un fonéteur F : C°? — Gpd est un
champ si pour tout X € C et toute famille couvrante {U; — X}, le mor-
phisme naturel

d° 0
: — d
F(X) - 2-lim UF(UD <—;‘i— ]i—j[?(Uij) —Zl;% ]—[?(Uijk)

i,jk
ou U;; désigne lintersection U; xx U; et U;j la triple intersection U;j xx
Uji.
Précisons quels sont les foncteurs en jeu. Le fon&teur s° eét la

proje&ion sur [[; F(U; ;). La composante (i, jo) de d° : []; F(U;) —
[T;,; F(Uj;) est donnée par la composée [; F(U;) — F(Uj,) — F(U; ;).
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De méme la composante (ig, jo) de d! e§t la composée []; F(U;) —
F(U;,) = F(Uj, j,)- Le triplet (d% d', d?) e§t défini de la méme ma-
niére par projetion puis restriction.

Le but de cette derniere partie e$t de détailler la preuve de la
proposition suivante.
ProrositioN.— Un fonéteur F : C°P — Gpd est un champ si et seulement
si:

— Pour tout X € C, toute famille couvrante {U; — X}, toute famille

d’objets x; € F(U;) et toute famille d’isomorphismes dans F(Uj;)

Pij i Xijuy 7 Xy,
vérifiant
Pik |y = (p]'k\Uijk ° (Pij‘Uijk, @;; = 1dy,
il existe x € F(X) et des isomorphismes ; : x|y, — x; tel que
_ -l
(pi]' = IPi

u; © Wilu,

— Pour tout X € C et toute paire d’objets (x,v) € F(X), le foncteur
Iso(x,v) : (U - X) Homg(U)(x\U,y\U)
est un faisceau sur le site C /x.

Démonstration.— D’apres ce que nous avons dit précédemment, la
premiere condition e§t équivalente a I’essentielle surjectivité du mor-
phisme

d° 0
: — d
F(X) - 2 - lim ]jlrmm € ]i_j[:Tf(Uij) ?* [ 7

i,jk

Il s’agira donc de montrer que la seconde condition et équivalente
a la pleine fidélité du morphisme ci-dessus pour tout objet X € C et
toute famille couvrante {U; — X}. Pour une telle donnée, on appellera
G({U;}) la 2-limite du diagramme ci-dessus.

Prenons un objet X € C un recouvrement {U; — X} et deux objets
x,y € F(X). L'image de x dans G({U;}) est l'objet (x|y,, Id;;). Ce faisant,
un élément de Homg(y,})(x, y) est une famille d’isomorphismes 1; :
X|u, = Y|y, tel que

LPi\U,./. =1

Cela signifie que Homg(u,))(x,») peut étre obtenu comme la limite

Uij

lim HHomCF(Ui)(x\U,-)y\Ui) — Hi;]'Hom:f(U,-j)(x\U,-,-;y\UU))
1

Si Iso(x, ) et un faisceau, alors on a Homg(x)(x,y) =~ Homgu,}) (%, »)
et le fonéteur F(X) — G({U;}) est pleinement fidele.

Inversement si ce dernier est pleinement fidele, alors pour tout X €
C et tout recouvrement {U; — X}, Homg(x)(x,y) =~ Homgu,)(x, ») et
le foncteur Iso(x, y) e$t un faisceau pour tout couple x,y € F(X). O
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